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ABSTRACT	
The Modeling and Stability Analysis of Humans Balancing an 
Inverted Pendulum 
Yaohui Ding 
The  control of  an  inverted pendulum  is  a  classical problem  in dynamics  and  control  theory. Without 











The  data  of  the  human  subject’s  input  and  the  inverted  pendulum’s  output  generated  from  the 
simulation were used to estimate the parameters assumed  in the mathematical model for the human 
operator. The estimation algorithm employed  is a Kalman  filter. Results show  that  the estimations do 
converge very quickly  to  the parameters  set  in  the  simulated human  controller and  can  stabilize  the 
inverted pendulum when fed back into the simulation. This verifies the plausibility of the mathematical 
structure  for  the  human  operator  and  the  validity  of  the  estimator.  Experimentally,  the  pendulum’s 
angle deflections from the vertical position and the human subjects’ hand positions were recorded using 
a  motion  capture  system  called  VICON.  Using  the  same  estimator  developed  for  processing  the 
simulation  data,  the  collected  experimental  data were  processed  to  estimate  the  parameters  in  the 
model for the human operator when the human operator actually carries out the task of balancing the 
inverted  pendulum.  The  estimated  parameters  from  the  experimental  data were  then  fed  into  the 
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An  inverted pendulum  is a pendulum with a pivot point at  the bottom of  it. The pivot point  is often 
mounted  on  a  cart  that  can  slide  on  a  single‐axial  rail  (see  Figure  1).  The  pendulum‐cart  system  is 
inherently  unstable,  nonlinear,  non‐minimum  phase  and  under‐actuated,  thus  must  be  actively 
controlled  in order  for  the pendulum  to  remain  in  the upright position. This can be achieved  through 
many ways, such as by applying a torque at the pivot point, moving the pivot point horizontally using 
some feedback mechanisms, or even oscillating the pivot point vertically. The problem of balancing an 











task  of  balancing  an  inverted  pendulum  on  a  single‐axial  rail.  Suppose  an  automatic  controller was 
designed for this task, the inverted pendulum should be able to stay in the upright position indefinitely 
as long as there are not any significant disturbances to the system. However, if the automatic controller 
was replaced by a human subject, falling of the  inverted pendulum  is almost  inevitable no matter how 
skillful or agile the subject  is. What  is  it then that  leads to the falling of the  inverted pendulum? Since 
the dynamics of  the  inverted pendulum does not  really  change  in  the  course of  the experiment,  the 
human subjects must have undergone some changes which result  in the falling of the pendulum. How 
do we quantify  these changes? How might we predict  the eventual  falling of  the  inverted pendulum, 
maybe a  few steps ahead of  its occurring? These are  the questions  this study attempts  to  investigate 
and solve. To quantify the changes the human subjects undergo, a mathematical model of the human 
subjects  is needed  first. The next  step  is  to estimate  the  values of  the parameters  in  this model. To 
accomplish this, data from human subjects carrying out the experiment of balancing a real single‐axial 



























The  rest  of  the  thesis  is  organized  as  follows.  Chapter  2  includes  a  literature  review  for  this  study. 
Chapter 3 describes  the design of  the  inverted pendulum setup  in Solidworks and  the construction of 
the physical inverted pendulum. It also describes the data acquisition device, the experiments designed 
to obtain experimental data and some preliminary analysis of the data. Chapter 4 describes the process 
of modeling  the  inverted pendulum system and  the human operator,  in order to obtain a closed‐loop 
mathematical model  for  the  human‐inverted  pendulum‐cart  system.  Using  the mathematical model 
obtained, a simulation model  is built  in Simulink. Chapter 5 presents a stability analysis of the closed‐
loop human‐inverted pendulum system. Chapter 6 explains the data filtering algorithm used to estimate 
the values of  the parameters  in  the mathematical model  for  the human operator and  the estimation 

























broom  (pendulum)  through  visual  inputs  to  obtain  the  relevant  state  information  by  dynamic  scene 
analysis[2].  Simulation  results  show  that, with  adequate  training  sample,  this  simple  adaptive neural 




the  dynamics  of  the  system  by  implementing  a  two‐layer  neural  network  controller;  Wieland  [5] 
presented  a way  of  using  Genetic  Algorithm  to  create  recurrent  neural  networks  to  solve  the  pole 
balancing problem;  Jung et al  [6] used a wheel‐driven mobile  inverted pendulum platform  to  test  the 
robustness of  a neural network  learning  algorithm  coupled with  a PID  controller. Besides of being  a 
great  tool  in  testing  neural  network  control  algorithm,  the  inverted  pendulum  setup  has  also  been 
employed  to  test other advanced  control algorithm  such as  fuzzy‐logic  controllers. Magana et al.[7]  , 
used  an  inverted  pendulum  setup  to  evaluate  the  performance  of  a  fuzzy‐logic  control  system  they 
designed.  The  fuzzy  logic  controller was  able  to  keep  the  inverted pendulum  in  the upright position 
through visual feedback. Wang [8], used the inverted pendulum setup to validate that the adaptive fuzzy 
controller  they  designed  could  perform  successful  tracking with  using  any  linguistic  information  and 





controlling  the  inverted  pendulum  cart  system  as  an  under‐actuated  one.  Swing  up  control  of  the 
inverted pendulum has also yield many fruitful results in the literature of control algorithm design [10‐
13]. 
The  applications  of  modeling  and  the  stability  study  of  the  inverted  pendulum,  range  from 
understanding  human  posture  stability,  to  biped  humanoid walking  pattern  generation,  to modeling 
slender structures during earthquake and so forth. Kajita et al. did much of the pioneering research  in 
employing  the  inverted pendulum model  to  solving problems  such as, walking pattern generation  for 
biped robots, walking stabilization for humanoids, biped locomotion on rugged terrain etc.[14‐18]. Many 
other  authors  have  also  used  varied  versions  of  the  inverted  pendulum  model  to  investigate  the 
problem  of  biped  robot  walking.  For  example,  Park  [19]  proposed  a  gravity  compensated  inverted 
pendulum model to generate biped locomotion patterns; Kuo [20] showed that the inverted pendulum 
model  is better than the six determinants of gait model  in representing the human walking dynamics. 
Based on  the  inverted pendulum model,  Sugihara  [21] proposed  a  zero moment point manipulation 
method  for  real‐time humanoid motion generation. Gage  [22] demonstrates  the validity of using  the 
inverted  pendulum model  to  represent  the  kinematic  and  kinetic  postural  control  in  human  quiet 
standing. Winter [23] reviewed the various versions of the  inverted pendulum model used  in assessing 















using Solidworks  (see  figure 3 &  figure 4).   The design requirements  include constraining  the  inverted 
pendulum’s movement in a single plane, ensuring the pendulum can free rotate around the pivot point. 
Based on these requirements, the pendulum is designed to be rigidly attached to a rotating shaft which 
is mounted on  the sliding basing  through a pair of plain bearings. The  rotating shaft ensures  that  the 
pendulum can freely rotate around the pivot point. The sliding based  is design to be able to slide on a 
single axial rail with minimum frictions.  A bracket which can be mounted to the sliding block is designed 



























printed  using  a  3d  printer  in  the  Interactive  Robotics  Laboratory  (IRL)  at West  Virginia  University. 
Constraints imposed by the physical world dictate that frictionless contact between the rail and the cart 













This section describes  the experiment carried out  in the study and the data collection devices used  in 
the experiment, participant information and preliminary analysis of the data collected.  
3.3.1	Human	Subjects	
Four  male  students,  age  from  22  to  26,  from  West  Virginia  University  with  normal  motor  skills 
participated in this study. They all gave informed consent prior to their participation.  
3.3.2	Task	












The  angular  displacement  of  the  pendulum  from  the  vertical  position  and  the  human  subject’s 
movement are  the  two variables measured  in  this experiment.  IRL  is equipped with a motion capture 
system  called Vicon.  The Vicon  system  consists  of  8 Bonita B10  infrared  cameras with  1 megapixels 









includes  the  duration  of  the  balance,  the maximum  and minimum  angular  displacements while  the 
pendulum was in balance, the mean and standard deviation of the angular displacement, the maximum 
and minimum value of the human subjects’ hand position, and the mean and standard deviation of the 
hand position.   Figure 7  is  the plots of  the angular displacement  theta and  the human subjects’ hand 
movement during one  trial of experiment. Later  in chapter 6,  these data will be used  to estimate  the 
parameters in the human subjects’ mathematical model. Figure 8 and 9 show the power spectral density 
of  the data  set plotted  in  figure 7. The power  spectrum  shows  the  frequency  components of a  time 
series  signal and how  they are distributed.  For a  linear  system,  the power  spectrum densities of  the 
input and the output should have the same frequency components as a linear system does not generate 
new frequency components in the output signal given an input signal. A close examination of the power 
spectrum density of  the angular displacement  theta and  the  subjects’ hand movements x  shows  that 
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cart  system  when  human  subjects  are  balancing  the  inverted  pendulum.  A  good  simulation  is  an 
accurate representation of a physical system. To build a good simulation model of any physical system, 
acquiring  a  good mathematical  representation  of  such  a  system  is  imperative.  In  this  chapter,  the 
mathematical model for the inverted pendulum was first derived by applying the LaGrange’s method to 



































  (t)mx Mx ml u       (1) 
 
  2( ) 0mmlx ml I mgl        (2) 
 
After taking the Laplace transform of equations (1) and (2) and assuming zero initial conditions, we get  
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These  two  transfer  function  imply  that  the human‐inverted pendulum  is a  single  input  and multiple‐
output system. This means that balancing the inverted pendulum is a two‐fold task, namely keeping the 
pendulum near the vertical place and maintaining the horizontal position of the cart within the range of 
the  rail. For practical purposes,  in  this study, only  the  relationship between  the human  input and  the 
pendulum angular output will be considered, i.e. only equation (7) will be investigated.  
4.2	Modeling	of	the	Human	Controller	
Obtaining  a  good mathematical model  of  the  human  operator  is  of  critical  importance  in  building  a 
closed‐loop  human‐inverted  pendulum Matlab  simulation  and  for  the  analysis  of  the  stability  of  the 
system.  In  the  section  above,  a  mathematical  model  of  the  inverted  pendulum  was  derived.  The 
problem then becomes how to come up with an accurate model of the human subject. The adaptability 
of  the  human  operator makes manual  control  very  flexible.  The mathematical model  of  the  human 
controller thus depends heavily on the control task. In the task of balancing the inverted pendulum, the 
human  operator  can  be  divided  into  three modules  which  can  be modeled  individually.  The  three 








unpredictable  targets. These eye movements are  saccadic movements  (step‐like), pursuit movements 





ms,  depending  on  a  number  of  visual  parameters,  including  the  target’s  luminance,  size,  and  initial 
position in the visual field[27]. More recently, John et al. from UCLA investigated the progression of the 
visual signal  in the brain while gaze correctly pursues the target (see figure 11) and the effects of this 
delay[28]. A model of how humans sense the velocity of moving  images  is proposed  in this paper[29]. 








The  second  essential module which  distinguishes  the  human  operator  from  an  industrial  automatic 
controller is the human central nervous system (CNS). The CNS is a highly optimal and computationally 
efficient  system.  It  takes  in  the  sensory  information  from  the  visual  system  and  sends  out motor 
command to the hand. There are different, although not competing, theories concerning how the CNS 
utilizes the sensory information and how it issues motor commands. The feedback mechanism is a well‐
established  and  supported  one  among  them.  Some  other  important  ones  include  feedforward  and 
internal model. For  issuing motor commands,  there are  theories supporting either a continuous or an 
intermittent model. There seems to be some consensus that whichever model may be fitting is context 
dependent.  Also,  all  these  CNS  computation models  are  highly  optimal  and  efficient.  Adult  human 
subjects with normal motor  skills demonstrated very  little difficulty  in  the  task, albeit mastering  such 
task might require a substantial amount of training. However, this is beyond the scope of this project. 





estimating  the motor command  that caused a particular state  transition.[31]” The  third module  that’s 
involved is the human neuromuscular system, which enables the execution of hand movements. As the 
end  effector,  it  receives motor  command  from  the  CNS,  like  the  visual  system,  time  delay  is  also  a 
defining  characteristic of  the motor  system. The axons of motor neurons  stretch  from  the brain and 
spinal cord to muscles or glands of the body.  
To  find  a mathematical model  for  the  human  operator  from  first  principles  is  a  very  hard  problem 





readily  obtained  by  examining  the  input  to  and  the  output  from  the  human  operator.  Because  the 
human operator is able to adjust their characteristics to meet system requirements, this makes manual 
control system very flexible and intelligent. But the adaptability and nonlinearity of the human operator 
also make  it difficult  to describe and model mathematically  the characteristics of manual control[32].  
The  primary  reason  for  including  humans  in  complex  control  loops  is  to  utilize  the  adaptability  and 
optimality  of  the  human  operator.  This  paper  reviewed  the  rapid  adaptability  of  human  control  in 
handling  four  different  kinds  of  adaptive  situations,  namely  input  adaptation,  controlled  element 
adaptation,  task  adaptation  and  programed  adaptation.  “Input  adaptation  refers  to man’s  ability  to 
detect  familiar or  repeated patterns  in  the  input and  track  these  in a predictive or open  loop  fashion. 
Controlled  element  adaptation,  as  its  name  suggests,  is  human  operator’s  ability  to  adapt  different 
control strategies appropriate to changing dynamics of the system being controlled.  Task adaptation is 
the  optimization  of  the  manual  control  loop  on  the  basis  of  various  control  objectives.  Finally, 
programmed adaptation,  is used by human  to adopt  control  strategies which he has been  taught as 
appropriate  for  the situation”[33].   “A major characteristic of  the  input  to which human adapts  is  the 




input  bandwidth  on  the  quasi‐linear  describing  function model  of  the  human  operator.  The  general 
describing  function  for  the  human  operator  is  called  the  crossover model, which  can  be  used  for  a 


















( )cY j  such  that,  when  cascaded  with  the  controlled  element ( )cY j ,  the  open  loop  describing 
function has  the characteristics of a delay and an  integrator  in  the  region of open  loop gain equal  to 
unity.  Both  the  crossover  frequency  c  and  the  effective  time  delay  e  show  the  effect  of  input 
adaptation  to  varying  forcing  function  bandwidth.  To  track  higher  frequency  inputs,  the  crossover 
frequency  increases,  as  long  as  such  increase  results  in  lower  errors.  Limits  of maximum  crossover 
frequency are  set by  system  stability  condition.   Reduction  in  the effective  time delay with  increasing 
input bandwidth is also an important aspect of input adaptation in the McRuer’s crossover model” [35].   
















Where   is  the  human  operator  gain,   the  lead  coefficient,   the  lag  coefficient,   the  effective 
delay. This is the mathematical model that will be used to represent the human operator’s dynamics in 
this  study.  By  now,  both  the models  for  the  inverted  pendulum  and  the  human  subject  have  been 
obtained. These two mathematical models together form the mathematical model for the closed‐loop 













Exterior  stability  or  BIBO  (bounded‐input,  bounded‐output)  stability  also  involves  external  input.  A 
system  is BIBO stable  if  for zero  initial conditions, a bounded  input always evokes a bounded output.  
BIBO  stability  is not  just an observation  that a  certain bounded  input generates bounded output. All 
bounded  inputs must generate bounded outputs  in order  to prove that the system has BIBO stability. 
For linear time‐invariant (LTI) systems, there are many theories and stability criteria one can employ to 
examine  the  stability  of  such  systems,  such  as  the Nyquist  stability  criterion  and  the  Routh‐Hurwitz 
stability criterion. It may also be determined by means of root locus analysis. Relative stability condition 
can be gained from examining the gain margin and phase margin from the Bode plots of the system.  
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that all  the roots have negative real parts  is  that all  the polynomial coefficients must be nonzero and 







the visual  information needed for  issue the motor command. It  is apparent to see from chapter 2 that 
the  human  operator  is  inherently  time‐delayed.  There  are  systematic  and measurable  delays  in  the 
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This  is  a  set  of multivariate  polynomial  inequalities.  It  is  very  hard  to  solve  this  set  of multivariate 
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Or  1τ <0.177  , after we substitute  0.2696a    and  4.267b   into the above equation.  
Equation (27) gives us a few interesting insights as how the human controller adapt to the control task. 
Notice,  1  is  solely determined by a  and b  , which are  the  characteristics of  the  inverted pendulum.  
Equation (27) shows that for a given inverted pendulum setup, there is a maximum delay that is allowed 
in  the human  controller  if  the mathematical model  for  the human  controller  is  a  lead‐lag plus delay 
model.  Once  the  delay  in  the  human  controller  exceeds  the maximum  delay  allowed  for whatever 
reasons, e.g. fatigue,  loss of attention etc., the human subject won’t be able to stabilize the pendulum 
no matter how he or she adjust the other parameters in the model, namely gain K, lead T1 and lag T2. 
The maximum  allowable  delay  in  the  inverted  pendulum  setup  in  this  study  is  about  0.354  s.  The 
amount  of  delay  in  the  human  controller  is  hard  to  quantify  when  the  subject  is  balancing  the 
pendulum. For practical reason, it’s hard to check the ranges of T1 and T2, when both the time delay   




range of K  is very  large. As  it can be seen from the plots, when the delay  increases the ranges of K, T1 




and  2T    are  chosen  from  the  first  case, which  is when  0.16   s, where,  4.5K    ,  1 0.45T   and 





( ) 0.162 1.665 4.5
( ) 0.002157 0.0485 0.07346 0.8969 0.233
s s s
r s s s s s
   

   
   (28) 
 
The  roots of  the  characteristic equation  are  21.8022, 0.2167 4.3227 , 0.2645 .    They  all have 
negative real parts. As can be seen from the bode plot and the Nyquist plot of the open loop system in 












































































































































Bode plot of the human controller, tao=0.16, K=-4.5, T1=0.45, T2=0.1
Frequency  (rad/sec)
Bode plot of the 0pen-loop TF
Frequency  (rad/sec)


























Gain Margin (dB): 0.406
At frequency (rad/sec): 4.49





























Phase Margin (deg): 3.46
Delay Margin (sec): 0.015
At frequency (rad/sec): 4.03
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There  are  four parameters  in  this model.  To quantify  the  changes  the human  subjects undergo  thus 









subject  can  be  estimated  by  applying  the  extended  Kalman  filter  to  the  corresponding  differential‐
difference equations  in  the  time domain. The Kalman  filter  is a  set of mathematical equations, when 
executed recursively, provides an optimal estimate of the state of a process, in a way that minimizes the 
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Where,  ( )u s is the output of the human subject,  ( )e s is the error input,  K is the time varying gain,  1T  is 






  2 1( ) ( ) ( ) ( )T u t u t KT e t Ke t       (38) 
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  1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y u t KT e t Ke t T u t v t         (42) 
 
The measurement noise variance is assumed to be. 




















the  human  controller model  and  then  use  the  Kalman  filter  to  estimate  those  parameters  from  the 
simulation  data.    If  the  values  of  the  estimated  parameters  converge  to  the  preset  parameters,  it 














Figure 19  is  the block diagram of  the human controller model. From  the diagram,  it can be seen  that 
there are several  factors that could affect  the performance of  the Kalman  filter. The  first  factor  is the 
noise present  in the human controller. The second factor  is the delay present  in the model. The Third 
factor is the time varying nature of the model.  In this section, six different cases of how individual factor 
affects  the performance of  the  filter are discussed and  the results  from each case are presented. The 
























Estimation of K as R varies
 
 










Estimation of T1 as R varies
 
 























Assuming  the  visual  perception  noise  is  known  perfectly,  thus  the  theta  input  to  estimator  can  be 
compensated  beforehand.  As  it  turns  out,  if  the  visual  perception  noise  is  perfect  known  and 














Estimation of K as R varies
 
 










Estimation of T1 as R varies
 
 







































So  far,  the  delay  present  in  the  human  controller model  has  not  yet  been  addressed.  In  this  case, 
different values of time delay are chosen and set  in the model, assuming the delay  is known perfectly, 
the data to the Kalman filter are shifted according to the delay value beforehand. The estimation results, 
as can be seen  from  figure 23 and  table 6,  indicates  that  the Kalman  filter can estimate  , , 	  
reasonably well.   










Estimation of K as R varies, with remanent
 
 










Estimation of T1 as R varies, with remanent
 
 

































Estimation of K as tao increases, with remanent and delay
 
 











Estimation of T1 as tao increases, with remanent and delay
 
 






































Estimation of K as delta tao increases
 
 










Estimation of T1 as  delta tao increases
 
 


























Finally,  the parameters  in  the human  controller model namely  , , 	  are assumed  to be  time‐
varying. Also,  sensory noises and delay are also assumed  to be present  in  this  case. This  is  the most 
realistic scenario of all cases that have been discussed in this section. The estimation results are plotted 


























Estimation of time varying K, with remanent and delay
 
 










Estimation of time varying T1, with remanent and delay
 
 

























estimation,  the  estimated  , , 	  were  used  to  stabilize  the  inverted  pendulum  simulation  in 
Simulink  because  we  don’t  have  the  a  priori  truth  of 	 , , 	  .  Unfortunately,  the  estimated 

























Estimation of K from experimental data, subject 1
 
 









Estimation of T1 from experimental data, subject 1
 
 






















Estimation of K from experimental data, subject 2
 
 









Estimation of T1 from experimental data, subject 2
 
 





























Estimation of K from experimental data, subject 3
 
 







Estimation of T1 from experimental data, subject 3
 
 






















Estimation of K from experimental data, subject 4
 
 







Estimation of T1 from experimental data, subject 4
 
 




























the  parameters  set  in  human  controller’s  model.    When  the  estimator  is  used  to  estimate  the 
parameters  using  the  experimental  data,  the  estimated  parameters  do  not  always  stabilize  the 
pendulum. This could have resulted from three possible causes.   The measured angle deflection of the 
inverted pendulum is corrupted by an unknown noise; this noise cannot be handled by the filter, but has 




between  the data,  i.e.,  the delay  is not perfectly known, the estimation results become very different 
from the parameters set in the model.  In real life scenario, the delay present in the human controller is 
hard to obtain and likely time‐varying. Thirdly, the parameters in human controller model are likely time 
varying  as  well.  These  possible  factors  that  could  affect  the  performance  of  the  estimator  were 









3.  The  Kalman  filter  can  estimate  the  parameters  in  the  human  controller  model  even  when  the 
parameters are time‐varying.  
4. The Kalman  filter can estimate  the parameters  in  the human controller model when  there  is  time‐
varying delay present in the system.  
As  can  be  seen  from  chapter  six,  the  estimation  results  from  the  experimental  data  need  further 
interpretation.  Time  varying  and  subject  dependent  nature  of  the  amount  of  delay  or  the  unknown 
visual perception noise  in  the human controller are  likely  the reasons  the estimated parameters  from 
the  experimental  data  cannot  stabilize  the  pendulum.  Thus,  future  directions  of  the  study  include 
finding ways  to handle  the unknown  visual perception noise present  in  the human  controller and  to 






















































































































In  order  to  apply  the  LaGrange’s method  to  the  system,  we  need  to  first  choose  the  generalized 
coordinates.  Using  the  generalized  coordinates,  we  then  can  determine  the  equations  for  the 
generalized forces, kinetic and potential energies etc. The inverted pendulum system has two degrees of 
freedom  and  therefore  can  be  fully  represented  by  two  generalized  coordinates.  The  generalized 
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The potential energy of the system  is determined by the height of the center of mass of  the  inverted 
pendulum, given by 
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the  inverted  pendulum  when  it’s  balanced  near  the  upright  position  can  be  well modeled  by  the 
linearized EOM’s. By the coordinates we chose and the origin of the coordinate system, θ is very small 
when  the  pendulum  is  near  the  upright  position.  Thus we  can  apply  the  small  angle  approximation 
where,  
  sin     (66) 
 
  cos 1     (67) 
 
  0     (68) 
 
To the EOM’S we just derived and equations (60) and (65) can be simplified as  
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